
4. Umsatzberehnung für isotherme Idealreaktoren
4.1 Einführung4.2 Allgemeine Sto�bilanzGrundsätzlih läÿt ish das Reaktionsgeshehen in einem hemishen Reaktor durh die drei Di�eren-tialgleihungen,� die Sto�bilanz,� die Energiebilanz,� die Impulsbilanz,erfassen. Die Sto�-, Energie- und Impulsbilanz basieren auf den Sätzen von der Erhaltung derMasse, der Energie und des Impulses. Die Integration dieser Bilanzen mit den speziellen Rand-bedingungen des Einzelfalls liefert dann Aussagen zum Konzentrations-, Temperatur-, Druk- undGeshwindigkeitsverlauf im Reaktionssystem. Das Auslegen eines hemishen Reaktors erfor-dert also das Aufstellen und die Integration dieser Bilanzgleihungen.Sto�- und Energiebilanz sind durh die in beiden Gleihungen auftretende, für hemisheReaktionen harakteristishe, Reaktionsgeshwindigkeit miteinander gekoppelt. Auf die Ener-giebilanz wird in Kapitel 4.4 näher eingegangen. In der Impulsbilanz tritt die Reaktionsgeshwin-digkeit niht explizit auf, so daÿ mit Ausnahme der Fälle, in denen wesentlihe Drukgradienten imReaktionsraum auftreten (z.B. Flammenreaktionen), die Impulsbilanz bei der Beshreibung des Re-aktionsgeshehens vernahlässigt wird.Der Satz von der Erhaltung der Masse gilt niht nur für die Gesamtmasse, sondern ist auh auf dieMassen der einzelnen Komponenten anwendbar. In der Regel genügt es jedoh, die gesamte Umsetzungdurh die Konzentrationsänderung eines repräsentativen Reaktanden zu beshreiben.Die Bilanzgleihung hat in einphasigen Systemen die allgemeine FormZeitlihe Änderung Änderung ÄnderungÄnderung = infolge + infolge + infolge(lokal) Konvektion Di�usion Reaktionund für mehrphasige Systeme wird angesetzt:Zeitlihe Änderung Änderung Änderung ÄnderungÄnderung = infolge + infolge + infolge + infolge(lokal) Konvektion Di�usion Übergang ReaktionDie Bilanzgröÿe kann im allgemeinen Fall jede intensive Gröÿe sein, jedoh im speziellen Fall derSto�bilanz ist es die Partialdihte der Komponente i bzw. bei volumenbeständigen Reaktionen dieKonzentration i der Komponente i.Die in der Bilanzgleihung enthaltenen vier bzw. fünf Terme sind wie folgt zu verstehen:



2 4. Umsatzberehnung für isotherme Idealreaktoren1. Zeitlihe Änderung (lokal)Es wird ein bezüglih des Bilanzraumes (Volumenelement des Reaktionssystems, Reaktor, Kataly-satorkorn) festes Koordinatensystem (Bezugssystem) gewählt. Damit muÿ die lokale zeitliheÄnderung der Konzentration i oder bei einem di�erenziell kleinen Volumenelement die lokaleAbleitung der Konzentration nah der Zeit für dieses Volumenelement berüksihtigtwerden, so daÿ � i� t d VR (4.1)als partielle Ableitung geshrieben wird. Dieser Term der Bilanzgleihung wird in einigen Lehrbü-hern als Speiherung oder Akkumulation einer extensiven, abzählbaren Gröÿe (im Falle derKonzentration der Molzahl und in dem der Partialdihte der Masse) im betrahteten Volumenele-ment in der Zeiteinheit bezeihnet.2. Änderung infolge KonvektionDurh die Konvektion (Zu- und Ablauf, Rühren (erzwungene Konvektion) und Dihte- bzw. Tem-peraturdi�erenz (freie Konvektion)) werden ganze Teilhenbereihe mit der Lineargeshwin-digkeit u transportiert. Wird zunähst der Übersiht halber der konvektive Fluÿ in nur einerRihtung ux i (mol=m2 s) (4.2)durh die Flähe �y�z des Volumenelementes �VR = �x�z�z betrahtet.so ergibt sih für die Di�erenz zwishen ein- und austretendem Molstrom
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Abbildung 4.1. �(ux i)x � (ux i)x+�x� �y�z (4.3)und nah Division durh das Volumenelement �VR = �x�y�z(ux i)x � (ux i)x+�x�x = �� (ux i)�x (4.4)bzw. für x! 0 die eindimensionale Kontinuitätsgleihung� i� t = �� (ux i)� x (4.5)In das Volumenelement treten jedoh auh in y- und z- Rihtung Molstöme ein, so daÿ geshriebenwerden muÿ:



4.2 Allgemeine Sto�bilanz 3� i� t = � � �� x (ux i) + �� y (uy i) + �� z (uz i)� (4.6)Nah Einführen des aus der Vektoranalysis bekannten Begri�s der Divergenz, der die durhStrömung (Konvektion) in einem bestimmten Bereih hervorgerufene Änderung harakterisiert,folgt einströmende Molzahl - ausströmende MolzahlVolumen � Zeit = � div (u i) (4.7)die Kontinuitätsgleihung � i� t = � div(u i) (4.8)wenn die Konzentration i die Bilanzgröÿe ist oder� �i� t = � div(u �i) (4.9)wenn die Partialdihte �i die Bilanzgröÿe ist.3. Änderung infolge Di�usionDer Ausgleihs�uÿ der Komponente i ist dem Betrag des Konzentrationsgradienten proportionalund ihm entgegengerihtet, so daÿ man den negativen Konzentrationsgradienten als Triebkraftdes Di�usions�usses ansetzen kann und das 1. Fikshe Gesetz erhältJx;Di� = �Di � i� x (eindimensional) (4.10)oder JDi� = �Di grad i (dreidimensional) (4.11)Für die lokale zeitlihe Änderung ergibt sih das bekannte 2. Fikshe Gesetz� i� t = Di �2 i� x2 (eindimensional) (4.12)oder � i� t = Di ��2Ci� x2 + �2Ci� y2 + �2 i� z2 � = div (Di grad i) (dreidimensional) (4.13)4. Änderung infolge ReaktionDie Konzentration der Komponente i kann sih im Bilanzraum auh durh eine ablaufende he-mishen Reaktion verändern. Entsprehend Gleihung (??, ??) gilt� i� t = �i r (4.14)oder, wenn gleihzeitig j vershiedene, stöhiometrishe unabhängige Reaktionen ablaufen,� i� t = Xj �ij rj (4.15)Die Reaktionsgeshwindigkeit kann als intensive Gröÿe auf die Volumeneinheit (homogene Reak-tionen) oder auf die Ober�äheneinheit (heterogene Reaktionen) bezogen werden.5. Änderung infolge ÜbergangIn mehrphasigen Systemen, wie sie beispielsweise im Kapitel 3.4.3 bahandelt wurden, muÿder Sto�transport durh die Phasengrenz�ähe berüksihtigt werden. Während in homogenenPhasen alle Änderungen stetig sind, tritt an der Phasengrenz�ähe ein Konzentrationssprungauf. Entsprehend den Gleihungen (??) bis (??) und (??) kann für die Änderung infolge Übergangangesetzt werden.



4 4. Umsatzberehnung für isotherme Idealreaktoren� i� t = � a�i (4.16)Aus der Addition der einzelnen Terme ergibt sih für die Konzentration i der Komponente i alsBilanzgröÿe die 1. Damköhler - Gleihung für homogene Systeme in der eindimensio-nalen Form � i� t = �� (ux i)� x +Di �2 i� x2 +Xj �ij rj (4.17)oder dreidimensional � i� t = � div (u i) + div (Di gradi) +Xj �ij rj (4.18)Diese Shreibweise der Damköhler - Gleihung (Sto�bilanz) hat den Vorteil, daÿ sie unabhängigvom gewählten Koordinatensystem gilt, also niht nur wie abgeleitet im kartesishen Koor-dinatensystem, sondern ebenso für Kugelkoordinaten (z.B. für die Sto�bilanz im Katalysatorkorn(vergleihe 3.4.1) und Zylinderkoordinaten (Rohrreaktor, Katalysatorpore, Katalysatorkorn).4.3 Isotherme IdealreaktorenAufgrund der Betriebsweise (Satz-, Flieÿ- und Teil�ieÿbetrieb) und des Grades der Rükver-mishung der Reaktionsmasse im Reaktionsraum ergeben sih für einphasige hemishe Reaktionendrei idealisierte Grenzfälle der Reaktionsführung:1. der Satzbetrieb mit vollständiger (idealer) Durhmishung der Reaktionsmasse,2. der Flieÿbetrieb ohne Durhmishung der Reaktionsmasse,3. der Flieÿbetrieb mit vollständiger Durhmishung der Reaktionsmasse.Diesen drei Grenzfällen entsprehen drei idealisierte Modellreaktoren:



4.4 Idealer Rührkessel (Bath) 54.4 Idealer Rührkessel (Bath)Der diskontinuierlih betriebene Rührkessel (Bath-Reaktor, Satzreaktor) hat häu�g die in der Abbil-dung 4.2 gezeigte Bauart, wobei das Verhältnis der Reaktorhöhe zum

Abbildung 4.2.

Durhmesser des Reaktors, der Shlankheitsgrad, in der Re-gel gleih 1 ist (bei stark exothermen Reaktionen wegen dergröÿeren spezi�shen Ober�ähe auh > 1). Rührerform und-durhmesser sind von der jeweiligen Mishaufgabe abhän-gig, so daÿ beispielsweise hohviskose Reaktionsmassen mitlangsam drehenden wandgängigen Anker- oder Gitterrührerndurhmisht werden, während mit kleinen shnell laufendenTurbinen- und Propellerrürern ein Zweiphasensystem gut di-spergiert werden kann. Die Reaktionswärme wird, wie im Bildangegeben, über einen Doppelmantel oder über Rohrshlangen,die auÿen aufgeshweiÿt sind bzw. als Spiralen in die Reakti-onsmasse eintauhen, ab- bzw. zugeführt. Das Reaktorvolumenkann vom kleinen Laborreaktor bis zum Groÿraumreaktor mit200m3 Inhalt variieren.Für die im folgenden durhzuführende Reaktorbereh-nung wird der diskontinuierlih betriebene Rührkessel als ide-al durhmisht angesehen, so daÿ weder Konzentrations-noh Temperaturgradienten in der Reaktionsmasse auf-treten (idealer Bath - Reaktor, DIK). Da beim Satzbe-trieb weder Reaktionskomponenten zu- oder abgeführt wer-den, noh ein Sto�strom aufgrund einer Kozentrationsdif-ferenz in der Reaktionsmasse �ieÿt (vollständige Durh-mishung), reduziert sih die allgemeine Sto�bilanz (??)zuZeitlihe Änderung Änderung ÄnderungÄnderung = infolge + infolge + infolge(lokal) Konvektion| {z }=0 Di�usion| {z }=0 Reaktion| {z }=0Da die Konzentration im ideal durhmishten Reaktor unab-hängig vom Ort ist, kann auf die partiellen Di�erentiale derGleihung (4.18) verzihtet werden, und es ergibt sih für die Konzentration der Komponente i beieiner stöhiometrish unabhängigen, volumenkonstanten Reaktiond id t = �i r (4.19)bzw. Gleihung (??) 1�i d id t = rDiese Gleihung ist die Sto�bilanz eines ideal durhmishten Satzreaktors mit den genanntenEinshränkungen. Damit ergibt sih für den Satzreaktor folgender shematisher Konzentrations-verlauf (Abbildung 4.3)Wird eine zeitlihe Veränderung des Reaktionsvolumens VR zugelassen, gilt mit I = ni=VR (Glei-hung ??1) 1�i VR d nid t = r
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c A , a u sc A , a u sAbbildung 4.3.Die Molzahl des Reaktanden i kann durh den Umsatz Xk des Eduktes k ausgedrükt werden (ver-gleihe hierzu Gleihung (??)): d ni = �ij�kj nk;0 dXk (4.20)Mit dem Massenerhaltungssatz VR� = VR;0�o folgt:1j�kj dXkd t = VR;0nk;0 �o� r = 1k;0 �o� r (4.21)Da die Reaktionsgeshwindigkeit niht nur von den Konzentrationen bzw. dem Umsatz, sondern auhvon der Temperatur abhängig ist, wird die Integration der Sto�bilanz von der Art der Tempera-turführung (isotherm, adiabatish, polytrop), also der Wärmebilanz, beein�uÿt.Bei isothermer Reaktionsführung im ideal durhmishten Bath - Reaktor ist die Temperaturräumlih und zeitlih konstant, so daÿ die gesamte durh die Reaktion aufgenommene bzw. abgegebeneWärmemenge über die Reaktorwand zu- bzw. abgeführt werden muÿ. Die Integration der Sto�bilanzliefert unter diesen Bedingungen den Ausdrukt = k;0�o Z Xko � dXkr j�kj (4.22)Ist � eine Funktion des Umsatzes, erfolgt die Lösung des Integrals meist graphish. Für volumen-konstante Reaktionen vereinfaht sih das Integral zut = k;0 Z Xk0 dXkr j�kj (4.23)oder für die Komponente i t = Z ii;0 d iri (4.24)Für eine irreversible Reaktion 1. Ordnung mit der stöhiometrishen Gleihung (vergleiheKapitel 3.3.1) A k�! Pergibt sih mit r = k A = k A;0 (1�XA) (4.25)für die Reaktionszeit t analog Gleihung (??)t = 1k Z XA0 dXA1�XA = �1k ln (1�XA) (4.26)



4.4 Idealer Rührkessel (Bath) 7oder nah dem Umsatz aufgelöst XA = 1� e�k t : (4.27)Mit Einführen der 1. Damköhler-Zahl, dem dimensionslosen QuotientenDaI = ReaktionszeitZeitkonstante der Reaktiont1=k n�1i;0 = k t n�1i;0 ;der für eine Reaktion 1. Ordnung mit der Geshwindigkeitskonstanten k und damit der Zeitkonstanten1=k dem Produkt DaI = k t (4.28)entspriht, ergibt sih der Umsatz zu XA = 1� e�DaI : (4.29)In analogerWeise ergibt sih für eine irreversible Reaktion 2. Ordnung mit der stöhiometrishenGleihung 2A k�! Pfür den Umsatz XA unter Berüksihtigung von Gleihung (??) die BeziehungXA = DaIDaI + 1 mit DaI = 2 k t A;0 : (4.30)k t = XA2 A;0 (1�XA)In der folgenden Tabelle 4.4 sind die Reaktionszeiten als Funktion des Umsatzes für einige Zeitgesetzebei isothermer Reaktionsführung und für volumenbeständige Reaktionen angegeben.



8 4. Umsatzberehnung für isotherme IdealreaktorenTabelle 4.4: Reaktionszeit in Abhängigkeit vom Umsatz für einige Zeitgesetze bei isothermer Reaktionsführungund VR = onst. (Gleihgewihtskonstante K = k1=K2 )Reaktion r = Reaktionszeit t =1) j�AjA+ : : :! : : : k A �1k j�Aj ln (1�XA)2) j�AjA+ : : :! : : : k nA(n 6= 1) (1�XA)1�n�1k j�Aj (A;0)n�1(n�1)3) j�AjA+ : : :! : : : k(nullte Ordnung) A;0 XAkj�Aj4) j�AjA+ j�BjB + : : :! : : : k A B(A 6= B) 1k(A;0j�B j�B;0j�Aj) ln B;0j�Aj(1�XA)B;0j�Aj�A;0j�B jXA5) j�AjA+ j�BjB + : : :! : : : k 2A B 1k(B;0j�Aj�A;0j�B j) � XAA;0(1�XA) + j�B jA;0j�B j�B;0j�Aj ln B;0j�Aj�A;0j�B jXAB;0j�Aj(1�XA) �6)A+B +  : : :! : : : k A B  1k h 1(A;0�B;0)(A;0�;0) ln 11�XA + 1(B;0�A;0)(B;0�;0) �� ln B;0B;0�A;0XA + 1(;0�A;0)(;0�B;0) ln ;0;0�A;0XA i7)A k1! k2 P k1 A � k2 P == k1 �A � PK � Kk1(1+K) ln K A;0�P;0K A;0�P;0�(1+K)A;0 XA
In der folgenden Abbildung ist der Umsatz XA für einfahe Reaktionen 0., 1. und 2. Ordnung alsFunktion der Damköhlerzahl dargestellt. Für die Reaktion 0. Ordnung gilt XA = DaI , so daÿ beiDaI = 1 vollständige Umsetzung erfolgt ist. Reaktionen mit einer Ordnung > 0 führen erst nahunendliher Zeit zum vollständigen Umsatz (vergleihe Abbildung ??, Seite ??).
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Abbildung 4.4.Nahdem die Reaktionsdauer t zum Erreihen eines bestimmten Umsatzes und damit einer ge-wünshten Produktqualität ermittelt ist, besteht die weitere Aufgabe der Reaktorberehnung in derErmittlung des Reaktionsvolumens VR, das für die geforderte Produktionsleistung benötigtwird. Neben der oben berehneten Reaktionszeit h ist die Kenntnis der Totzeit Ttot, die zum Füllen,



4.4 Idealer Rührkessel (Bath) 9Aufheizen, Abkühlen und Entleeren des Reaktors erforderlih ist, notwendig. Die Summe aus beidenZeiten ist die Betriebszeit des Reaktors . Für die Produktionsleistung ergibt sih mit Gleihung(??) .nP = nP;aus � nP;0t+ ttot (4.31)und mit nP;0 = 0 und dem Umsatz der Shlüsselkomponente k sowie Einsetzen der Selektivität SP(??) .nP = �Pj�kj nk;0 SP Xkt+ ttot = �Pj�kj k;0 VR;0 SP Xkt+ ttot (4.32)SP = nP � nP;0nR;0 � nk j�K j�P (4.33)ni = ni;0 � �i�k nk;0Xk (4.34).nP = �Pj�kj k;0 VR �SP Xk�o(t+ ttot) (4.35)wobei SP die Selektivität in bezug auf das gewünshte Produkt P bei zusammengesetzten Reaktionenist. Nah Umformen erhält man das ReaktionsvolumenVR = .nP j�kj�P k;0 �(t+ ttot)SP Xk (4.36)Für � ist der kleinste während der Reaktionszeit auftretende Wert einzusetzen, für Reaktionen mitVolumenkontraktion also �o, so daÿ das Dihteverhältnis gleih 1 ist. Die Werte für t; SP und Xkkönnen niht unabhängig voneinander gewählt werden, sondern es müssen die sih aus der Integrationder Sto�bilanz ergebenden zugehörigen Werte eingesetzt werden. Für nur eine stöhiometrish unab-hängige Reaktion ist SP = 1. subsetionIdeales Strömungsrohr (PFTR) Unter einem Strömungs-rohr (Rohrreaktor) versteht man einen kontinuierlih betriebenen Reaktor, dessen zylindrisherReaktionsraum ein groÿes Verhältnis von Reaktorlänge zu -durhmesser aufweist. Das im folgendenbehandelte ideale Strömungsrohr (Idealrohr, IR, PFTR) zeihnet sih im Gegensatz zum im vorhe-rigen Kapitel besprohenen idealen Bathreaktor dadurh aus, daÿ sih die Reaktionsmasse mit einerkolben- bzw. pfropfenartigen Strömung (piston �ow oder plug �ow) durh das Rohr bewegt, sodaÿ in radialer Rihtung keine Konzentrations- und Temperaturgradienten auftreten und eine axialeRükvermishung ausgeshlossen ist. Da ausshlieÿlih Reaktionen in homogener Phase be-trahtet werden, �ieÿen die Reaktionspartner, Lösungsmittel usw. auf der einen Seite des Idealrohreszu, während die Reaktionsprodukte, niht umgesetzte Reaktionspartner usw. auf der anderen Seitedas Rohr verlassen. Das Idealrohr wird also im sto�ihen Gleihstrom gefahren.Zum Aufstellen der Sto�bilanz können für das ideale Strömungsrohr folgende Vereinfahungenvorgenommen werden:1. die Strömungsgeshwindigkeit hat nur eine axiale Komponente, und alle Variablen sindnur von der Ortskoordinate z (längs der Rohrahse) abhängig;2. es tritt keine axiale Vermishung auf, so daÿ der axiale Di�usionskoe�zient gleih Null ist(Dax = 0);3. analog tritt auh keine axiale Wärmeleistung auf (�ax = 0).Im Fall des stationären Betriebszustandes ist die Reaktandenkonzentration i ebenso wie alleanderen Variablen niht mehr von der Zeit abhängig, sondern eine Funktion der Ortskoordinate.Zeitlihe Änderung Änderung ÄnderungÄnderung = infolge + infolge + infolge(lokal) Konvektion| {z }=0 Di�usion| {z }=0 Reaktion



10 4. Umsatzberehnung für isotherme IdealreaktorenBeim idealen Stömungsrohr wird zwekmäÿig von der eindimensionalen Sto�bilanz (4.20) ausgegangen:d (uz i)d z = Xj �ij rj (4.37)Wird die Lineargeshwindigkeit uZ durh den Volumenstrom .v ersetzt und entsprehend das Volu-
d V R  =  p  R 2  d z

z
d z

v  =  u z A p R 2 RAbbildung 4.5.menelement d VR = � R d z eingeführt, ergibt sih für eine stöhiometrish unabhängige Reaktiond �i .v�d VR = �i r (4.38).v = uz � R2 (4.39)d VR = d z � R2 (4.40)Da im stationären Zustand und für eine volumenkonstante Reaktion .v= konst. ist, gilt.v�i d id VR = r (4.41).v = konst. (4.42)Nah Einführen der mittleren Verweilzeit �� = VR.v (Dimension der Zeit) (4.43)ergibt sih mit der Rohrlänge L und dem Zylindervolumen � R2 L = VR die Sto�bilanz des Reak-tanden i für das ideale Strömungsrohr im stationären Betrieb für eine stöhiometrishunabhänigige, volumenbeständige ReaktionL� 1j�ij d id z = r (4.44)Damit ergibt sih für das ideale Strömungsrohr folgender shematisher Konzentrationsverlauf(Abb. 4.4).Durh Einsetzen des Umsatzes der Shlüsselkomponente k in Gleihung (4.44) wirdL� k;0j�kj dXkd z = r (4.45)Verläuft die betrahtete Reaktion unter Volumenänderung ab, so muÿ auh die durh denDi�erentialquotienten d �i .v�d VR (4.46)
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tAbbildung 4.6.ausgedrükte örtlihe Änderung des Volumenstromes berüksihtigt werden, und es ergibt sih mitd �i .v� = �ij�kj k;0 .vo dXk (4.47)die Sto�bilanz k;0 .voj�kj dXkd VR = r (4.48)Die Integration der Sto�bilanz zusammen mit der Wärmebilanz ist wie beim idealen Satzreaktorvon der Temperaturführung (isotherm, adiabatish, polytrop) und von der Reaktion selbst (einfahe,reversible, Parallel-, Folgereaktion) abhänigig.Im Fall der isothermen Reaktionsführung ist beim idealen Strömungsrohr sowohl die zeitliheals auh die örtlihe Di�erentiation der Temperatur gleih Null, d.h. es treten sowohl zeitlih alsauh örtlih keine Temperaturgradienten auf.Zur Berehnung des Reaktorvolumens eines Idealrohres wird die Sto�bilanz in der Formd VR = k;0 .vo dXkrj�k j (4.49)Über das gesamte Reaktorvolumen integriert. Dabei erhält man für eine volumenbeständige Reaktionmit .vo= .v= konst. VR.v = � = k;0 Z Xk0 dXkr j�kj (4.50)bzw. für die Konzentration der Komponente iVR.v = � = Z ii;0 d iri (4.51)eine Gleihung, auf deren rehter Seite das gleihe Integral auftritt, wie beim ideal durhmish-ten Bathreaktor (4.24). Damit gelten auh die in Tabelle (4.4) angegebenen Reaktionszeiten inAbhänigigkeit vom Umsatz für vershiedene Zeitgsetze bei isothermer Reaktionsführung und volumen-beständiger Reaktion, jedoh muÿ die Reaktionszeit t des diskontinuierlihen Rührreaktorsdurh die Verweilzeit � des kontinuierlih betriebenen Strömungsrohres ersetzt werden.Für eine volumenbeständige irreversible Reaktion 1. Ordnung folgt wie bei idealen Bat-hreaktor mit der Damköhlerzahl 1. Art DaI = k � (4.52)für den Umsatz des Reaktanden A



12 4. Umsatzberehnung für isotherme IdealreaktorenXA = 1� e�DaI für 1. Ordnung (4.53)und entsprehend für eine volumenbeständige irreversible Reaktion 2. Ordnung mitDaI = 2 A;0 k � (4.54)XA = DaI1 +DaI für 2. Ordnung (4.55)Für Reaktionen, die mit Volumenänderung ablaufen, gelten die Analogien zwishen Bath und PFTRniht mehr (siehe hierzu 0. Levenspiel Seite 22).Bei isothermer Reaktionsführung entspriht das zeitlihe Naheinander des Bathre-aktors für volumenbeständige Reaktionen dem örtlihen Naheinander des Idealrohres.Dementsprehend lassen sih im diskontinuierlihen Bathreaktor (Laborversuh) erzielte experimen-telle Ergebnisse auf die kontinuierlihe Betriebsweise im Rohrreaktor übertragen.4.4.1 Idealer Durh�uÿrührkessel (CSTR)Für einen kontinuierlih betriebenen idealen Rührkessel (Idealkessel, CSTR, KIK) gilt in gleiherWeise wie für den idealen Satzreaktor, daÿ keine Konzentrations- und Temperaturgradientenals Funktion des Ortes auftreten. Damit untersheidet sih der kontinuierlih betriebene Rührkesselmit vollständiger Rükvermishung vom ebenfalls kontinuierlih betriebenen idealen Strömungsrohr.Für die Sto�bilanz des CSTR ergeben sih bezüglih der Ortsabhängigkeit der Variablen die glei-hen Vereinfahungen, wie beim idealen Bathreaktor. Im stationären Betrieb ist die Reaktandenkon-zentration niht mehr von der Zeit abhängig, d.h. es erfolgt also keine Speiherung.Zeitlihe Änderung Änderung ÄnderungÄnderung = infolge + infolge + infolge(lokal)| {z }=0 Konvektion Di�usion| {z }=0 ReaktionAufgrund der vollständigen Rükvermishung kann das gesamte Reaktionsvolumen als Bilanzraumherangezogen werden und entsprehend Gleihung (4.7) die Di�erenz zwishen ein- und austretendemMolstrom bezogen auf das Reaktionsvolumen als Term für die Änderung infolge Konvektion in dieSto�bilanz eingesetzt werden. .ni;aus � .ni;0VR = Xj �ij rj (4.56)Werden anstatt der Molenströme die Konzentrationen des Reatanden i für eine stöhiometrish un-abhängige Reaktion eingesetzt, ergibt sih�i;0 .vo �i;aus .vausVR = �i r (4.57)wobei .vo bzw. .vaus die Volumenströme des Zu- bzw. Ablaufs, i;0 die Zulaufkonzentration des Reaktan-den i und i;aus die Konzentration im Austragstrom sind. Wegen der vollständigen Rükvermishungder Reaktionsmasse ist i;aus auh die Konzentration im Idealkessel. Mit Einsetzen der mittleren Ver-weilzeit � = VR.vaus (4.58)ergibt sih unter Berüksihtigung von .vo �o = .vaus �ausi;aus� � i;0� �aus�o = �i r (4.59)



4.4 Idealer Rührkessel (Bath) 13Für eine stöhiometrish unabhänigige, volumenbeständige Reaktion lautet damit ddieSto�bilanz des CSTR im stationären Betrieb1�i i;aus � i;0� = r (4.60)Für den CSTR ergibt sih der folgende zeitlihe und örtlihe Konzentrationsverlauf des Reak-tanden A im Reaktionsvolumen.
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c A , a u sAbbildung 4.7.Im stationären Zustand ergibt sih für eine irreversible Reaktion 1. Ordnung mit dem Zeit-gesetz rA = �k A;aus (4.61)nah Einsetzen in die Sto�bilanz (4.60) A;ausA;0 = 11 + k � (4.62)und mit der De�nition des Umsatzes (??) sowie nah Einführen der Damköhlerzahl (4.30)XA = DaI1 +DaIein Ausdruk, der für eine irreversible Reaktion 2. Ordnung beim idealen Strömungsrohr bzw. idealenSatzreaktor erhaltenen Beziehung entspriht. Für eine irreversible Reaktion 2. Ordnung nahder Gleihung 2A ! P ergibt sih DaI = XA(1�XA)2 (4.63)Abbildung 4.8 zeigt den UmsatzXA als Funktion der Damköhlerzahl für Reaktionen 1. und 2. Ordnungim CSTR.Zur Berehnung des für eine bestimmte Produktionsleistung erforderlihen Reakti-onsvolumens VR wird der Molenstrom des Reaktanden i in der Sto�bilanz durh den Umsatz derShlüsselkomponente k ersetzt, und man erhält nah dem Reaktionsvolumen aufgelöstVR = .nk;0 Xkr j�kj = k;0 .vo Xkr j�kj (4.64)Bei gegebenen Zulaufbedinungen und festgelegter Reaktionstemperatzr kann das Reaktionsvolumenangegeben werden, das zum Erreihen eines bestimmten Umsatzes Xk erforderlih ist. Mit der De�-nition der Produktionsleistung ergibt sih für das Reaktionsvolumen
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Abbildung 4.8. VR = .nPr j�P j (4.65)Dieses Reaktionsvolumen ist der folgenden Tabelle für einige ausgewählte Reaktionen zu entnehmen(Tabelle 4.4.1)Tabelle 4.4.1 Erforderlihes Reaktionsvolumen VR für einige Reaktionen im Idealkessel (K = Gleihgewihts-konstante)Reaktion r Reaktionsvolumen VR1: j�jA+ : : :! j�P j+ : : : k A .nP;aus�P k A;0(�aus=�o)(1�XA)2: j�jA+ : : :! j�P j+ : : : k nA .nP;aus�P k (A;0)n(�aus=�o)n(1�XA)n3: j�jA+ j�B jB + : : :! j�P j+ : : : k A B .nP;aus�P k A;0(�aus=�o)2[B;0�(j�B j=j�Aj)a;0 XA℄(1�XA)4: A *) P k �A � PK � .nP;aus Kk (�aus=�o)[K A;0(�XA)�P;0�A;0XA℄
4.4.2 Kaskade (RB)Häu�g wird eine Reaktion niht in einem einzigen Idealkessel, sondern in mehreren hintereinandergeshalteten, kontinuierlih betriebenen Rührkesseln, einer Kaskade durhgeführt.Der Austragsstrom des n-ten Kessels ist der Zulaufstrom des n + 1-ten Kessels der Kaskade.Die Reaktionsbedingungen in irgendeinem beliebigen Kessel werden niht von den Vorgängen in denfolgenden Kesseln beein�uÿt.Für die Sto�bilanz des Reaktanden i ergibt sih bei einer stöhiometrishen unabhängigen, vo-lumenbeständigen Reaktion für den n-ten Kessel analog (4.60)
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n - t e r  K e s s e lAbbildung 4.9. i;n � i;n;0�n = �i r (4.66)wobei wegen der vollständigen Rükvermishung im Reaktor i;aus = i gesetzt wurde. Der Aus-tragstrom des n+ 1-ten Kessels ist gleih dem Zulaufstrom des n-ten Kessels und damiti;n � i;n�1�n = �i r (4.67)Gleihung (4.67) ist die Sto�bilanz des n-ten Kessels einer Kaskade im stationären Betriebfür eine volumenbeständige Reaktion, wobei �n die mittlere Verweilzeit im n-ten Kessel ist.Für eine irreversible Reaktion 1. Ordnung A ! P ergibt sih nah Einsetzen von (4.68)�i r = �k A (4.68)in (4.67) A;nA;n�1 = 11 + k �n (4.69)Besteht die Kaskade aus N Kesseln, so folgt für den N -ten Kessel einer isothermen KaskadeA;NA;0 = 1Qn=Nn=1 (1 + k �n) (4.70)Sind die mittleren Verweilzeiten in den einzelnen Kesseln gleih groÿ, d.h. �n = � , so erhält man fürden Umsatz vom Eintritt in den ersten Kessel bis zum Austritt aus dem N-ten KesselXA;N = 1� A;NA;0 = 1� 1(1 + k �)N (4.71)Aus dieser Gleihung kann man bei gegebener Geshwindigkeitskonstante, Verweilzeit und Kesselzahlden in der Kaskade erreihbaren Umsatz XA;N berehnen. Ist ein bestimmter Umsatz gefordert,kann nah Logarithmieren die notwendige Anzahl von Kesseln errehnet werden.N = � log (1�XA;N )log (1 + k �) (4.72)In vielen Fällen ist eine graphishe Lösung zur Ermittlung des Umsatzes zwekmäÿig
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Abbildung 4.10.Die in Abbildung 10.10 shematish dargestellte Lösungsmöglihkeit erlaubt die Er-mittlung des Umsatzes für isotherm und stationär betriebene Kaskaden. Dabei ist es nihterforderlih, daÿ alle Kessel gleih groÿe Reaktionsvolumina haben. Ausgehend von der Sto�bilanz(4.67) wird die rehte Seite der Beziehung gegen die Konzentration der betrahteten Komponenteaufgetragen (experimentelle Bestimmung der Reaktionsgeshwindigkeit als Funktion der Reaktanden-konzentration) ��i r vs. iWerden entsprehend der linken Seite der Gleihung (4.67) Geraden mit der Steigung �1=�n durh diePunkte n�1 auf der Abszisse gezogen, so ergeben sih die Shnittpunkte mit der Reaktionsgeshwin-digkeitskurve, die den Abszissenwert n haben. Bei diesem Verfahren wird mit der Eingangskonzen-tration i;0 begonnen, un man erhält aus dem Verhältnis von Austragskonzentration i;N zu i;0 denGesamtumsatz der Kaskade.4.4.3 Vergleih der IdealreaktorenDie in den ersten drei Abshnitten dieses Kapitels angesprohenen idealisierten Reaktortypen idea-ler Satzreaktor (Bath), ideales Strömungsrohr (PFTR) und kontinuierlih betriebener Idealkessel(CSTR) sind die Grundtypen tehnisher Reaktoren und beinhalten gleihzeitig die Grenzfälle derStrömungsformen (keine oder vollständige Rükvermishung). In der folgenden Abbildung sind noh-mals die zeitlihen und örtlihen Konzentrationsverläufe eines Reaktionspartners A für eine isothermeReaktionsführung und stationären Betrieb in den drei Modellreaktoren gegenübergestellt. Die Sto�-bilanzen für eine stöhiometrish unabhängige, volumenbeständige Reaktion lauten mitder Konzentration des Reaktionspartners A fürd Ad t = rA (Bath) (4.73)L� d Ad z = rA (PFTR) (4.74)A;aus � A;0� = rA (CSTR) (4.75)
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Abbildung 4.11.Aus der obigen Abbildung und den Gleihungen (4.73) und (4.74) wird ersihtlih, daÿ das zeit-lihe Naheinander des idealen Satzreaktors dem örtlihen Naheinander des idealenStrömungsrohres entspriht. Wird im Bathreaktor eine Reaktandenkonzentration als Funktionder Reaktionszeit experimentell verfolgt, d.h. die Zeit-Konzentrations-Kurve bzw. gebräuhliher dieZeit-Umsatz-Kurve aufgenommen, so ergibt sih die momentane Reaktionsgeshwindigkeit als Stei-gung in diesem Diagramm. Entsprehendes gilt für die Konzentration längs der Rohrahse im PFTR.Die Integration der Sto�bilanzen führt für isotherme, volumenbeständige Reaktionen zuden gleihen Beziehungen für beide Reaktoren, wobei der Reaktionszeit t des Bathreaktorsdie mittlere Verweilzeit � des PFTR entspriht (Tabelle 4.4).Für die beiden kontinuierlih betriebenen Modellreaktoren ist aus der obigen Abbildung bzw. denSto�bilanzen (4.74) und (4.75) zu entnehmen, daÿ im stationären Betrieb mit konstantem Volumen-strom die Konzentration des Reaktionspartners A zeitlih konstant ist. Das gleihe gilt auh für dieTemperatur. Während beim CSTR die Zusammensetzung der Reaktionsmasse auh örtlih konstantbleibt, verändert sie sih längs der Ahse des PFTR, so daÿ ein Produkt hier unter sih ständig än-dernden Konzentrati onsbedingungen - wie auh beim Bathreaktor - entsteht. Sofern die Qualität desProduktes von den Konzentrationsbediungnen bei dessen Bildung abhängt, wird man im Idealkesselein gleihmäÿigeres Produkt erhalten, als im Idealrohr bzw. Satzbetrieb (Ausnahme: Polymerisatio-nen, da hier die mittlere Lebensdauer eine Radikals klein gegenüber der mittleren Verweilzeit ist). Eineweitere Folge der örtlih konstanten Konzentrationen im CSTR ist eine gegenüber dem PFTR kleineremittlere Reaktionsgeshwindigkeit bei Ablauf nur einer stöhiometrish unabhängigen Reaktion, da dieReaktionsgeshwindigkeit, die proportional der Konzentration der Reaktionspartner ist, im gesamtenReaktor nur den Wert hat, der am Reaktorausgang vorliegt, während im idealen Strömungsrohr die



18 4. Umsatzberehnung für isotherme IdealreaktorenReaktionsgeshwindigkeit entsprehend dem Konzentrationsverlauf am Reaktoreingang hoh ist undzum Reaktorausgang abnimmt. Im folgenden Bild 4.12 ist, um dies zu verdeutlihen, der Umsatz alsFunktion der 1. Damköhlerzahl für Reaktionen 1. (A ! P ) und 2. Ordnung (2A ! P ) aufgetragen,so daÿ unmittelbar ersihtlih wird, daÿ die Rükvermishung bei gleiher mittlerer Verweil-zeit den Umsatz vermindert. Dies gilt allgemein für Reaktionen positiver Reaktionsordnung.
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Abbildung 4.12. A 1. Ordnung PFTRB 2. Ordnung PFTR1. Ordnung CSTRC 2. Ordnung CSTRD 0. Ordnung PFTR, CSTRDamit ergibt sih für den CSTR das gröÿere Reaktionsvolumen VR, wenn in beiden Reaktorengleihe Umsätze erzielt werden sollen. Im folgenden Bild 4.13, in einer Auftragung der reziprokenReaktionsgeshwindigkeit von A über dem Umsatz XA, ist die kariert gezeihnete Flähe unter derKurve entsprehend der Sto�bilanz (4.50) für das ideale RohrVR;RohrA;0 .v = �RA;0 = � Z XA0 dXArA (4.76)mit der mittleren Verweilzeit �Rohr proportional dem Reaktionsvolumen R;Rohr des Rohres. Dement-sprehend ergibt sih mit der Sto�bilanz des kontinuierlih betriebenen Idealkessels (4.64)VR;KesselA;0 .v = �kA;0 = �XArA (4.77)mit der mittleren Verweilzeit �Kessel ein der gröÿeren Rehtek�ähe proprotionales ReaktionsvolumenVR;Kessel. Je gröÿer der geforderte Umsatz XA sein soll, je steiler also die eingezeihnete Kurve wird,desto gröÿer wird auh die Di�erenz zwishen den benötigten Reaktionsvolumina.Im folgenden Bild 4.14 ist, um dies zu verdeutlihen, das Verhältnis VR;Kessel=VRohr als Funktiondes Umsatzes für vershiedene Reaktionsordnungen aufgetragen.Es wird ersihtlih, daÿ bei einer stöhiometrish unabhängigen Reaktion das Volumen des CSTR umso gröÿer sein muÿ, je höher der Umsatz und je höher die Reaktionsordnung sind.
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Abbildung 4.14.Welhe Überlegungen zur Wahl eines geeigneten Reaktors notwendig sind, wenn zusammenge-setzte Reaktionen ablaufen und damit Selektivitätsprobleme auftreten, wird im letzten Kapitel 4.9angesprohen.Abshlieÿend ist noh darauf hinzuweisen, daÿ die drei idealisierten Reaktortypen häu�g realeReaktoren hinreihend genau genug beshreiben. Sollten komplexere Strömungsformen in realen Re-aktoren auftreten, so können diese durh Shaltungen von Idealtypen modelliert werden. Häu�g sindauh Shaltungen von Realreaktoren tehnish verwirkliht (Kaskade, Horde, Bündel). Im Abshnitt4.7.1 werden einige dieser Shaltungen von Realreaktoren noh angesprohen.



20 4. Umsatzberehnung für isotherme Idealreaktoren4.5 Verweilzeitverhalten idealer ReaktorenDer Umsatz in einem kontinuierlih betriebenen Reaktor hängt von der e�ektiven Reaktionsgeshwin-digkeit reff und der individuellen Aufenthaltsdauer, derVerweilzeit, der Volumenelemente des Fluidsab.

t

r e f f

V e r w e i l z e i t

x  = 1c 0
t

0
r e f f  d t

Abbildung 4.15.Für eine exakte Reaktorbeshreibung ist niht nur die Kenntnis der mittleren Verweilzeit not-wendig, sondern darüber hinaus sind Angaben über die individuellen Verweilzeiten der Fluidelemente,die untereinander oft stark di�erieren, also Angaben über das Verweilzeitspektrum, erforderlih.Bei zu kurzer Verweilzeit ist mögliherweise der Umsatz noh zu gering oder das Gleihgewiht nohniht eingestellt, und zu lange Verweilzeiten können unerwünshte Folgereaktionen begünstigen.In den vorangegangenen Abshnitten wurden als Grenzfälle der kontinuierlih betriebenen Reak-toren der Idealkessel mit vollständiger Rükvermishung und das ideale Strömungsrohr, das durhdas Fehlen einer axialen Rükvermishung und eine kolbenartige Strömung zu harakterisieren ist,vorgestellt. Im Idealrohr sind die individuellen Verweilzeiten der Fluidelemente und diemittlere Verweilzeit � des Fluids, das mit konstantem Volumenstrom .v durh das Reaktionsvolu-men VR strömt, gleih groÿ. Bei allen anderen Reaktoren, d.h. sowohl beim Idealkessel als auh beiallen Realreaktoren, sind die individuellen Verweilzeiten der Fluidelemente über ein Verweilzeitspek-trum (Verweilzeitdihteverteilung) verteilt.Zur experimentellen Untersuhung des Verweilzeitverhaltens eines Reaktors wird dem Sto�stromin der Regel am Reaktoreingang eine Markierungssubstanz (Farbsto�, Elektrolyt, radioaktiverSto�) zugesetzt (Eingangssignal, Markierung) und deren Konzentration stromabwärts, in der Regel amReaktorausgang, als Antwortsignal (Ausgangssignal) erfaÿt (Extinktion, elektrishe Leitfähigkeit,Strahlungsintensität). Das Eingangssignal i;0(t) kann als Funktion der Zeit auf vershiedene Weiseaufgegeben werden. Die gebräuhlihsten Eingangssignale sind die Sprungmarkierung (Sprungfunk-tion, Verdrängungsmarkierung), bei der die Konzentration zum Zeitpunkt t = 0 vomWert Null auf denWert i;0 springt und diesen Wert für alle Zeiten t > 0 beibehält, und der Dira Stoÿ (Stoÿmarkie-rung, Nadelfunktion), der durh den stoÿartigen Zulauf der Markierungssubstanz zum Zeitpunkt t = 0bzw. in einem di�erentiell kleinen Zeitintervall zu harakterisieren ist. Der Vorteil der Stoÿmarkierungliegt in der geringen Störung des Systems, da nur wenige m3 der Markierungssubstanz zur Untersu-hung des Verweilzeitverhaltens ausreihen. Der Nahteil liegt in der geringen Konzentration, die sihbei starker Rükvermishung einstellt, und der damit verbundenen Analysengenauigkeit. Die Stoÿ-markierung liefert als Antwortsignal das Verweilzeitspektrum (Verweilzeitdihteverteilung,



4.5 Verweilzeitverhalten idealer Reaktoren 21gelegentlih auh Verweilzeitverteilung) des Reaktors während man bei einer Sprungmarkierungdie Verweilzeitsummenkurve (Verweilzeitfunktion, Übergangsfunktion), das Integral des Verweil-zeitspektrums, erhält.Als weitere Markierungsart ist die Frequenzmarkierung zu nennen, bei der der Sto�strom mitsih sinusförmig ändernder Konzentration markiert wird. Sind die Einganssignale niht exakt genugaufzugeben, werden an zwei oder mehr vershiedenen Meÿstellen stromabwärts die Antwortsignaleaufgezeihnet und aus ihrem Vergleih auf das Verweilzeitverhalten des Reaktors geshlossen.
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Abbildung 4.16. Arten der Markierungstehnik zur Verweilzeit-Bestimmung
4.5.1 Idealer Durh�uÿrührkessel (CSTR)Ausgehend von der Sto�bilanz des CSTR, die bereits oben abgeleitet wurde (Gleihung (4.59), so-wie unter Berüksihtigung des instationären Betriebs durh den ersten Term der allgemeinenSto�bilanz (4.18), die die zeitlihe Veränderung der Konzentration (Speiherung) beshreibt,d i;ausd t = i;0� �aus�0 � i;aus� +Xj rj �i;j (4.78)kann der letzte, die hemishe Reaktion berüksihtigende Summand der rehten Seite auÿer ahtgelassen werden, da er für die Beshreibung der Verweilzeit eines Fluidelementes, also seiner Aufent-haltswahrsheinlihkeit im Reaktor, keinen Beitrag leistet. Unter isothermen Bedingungen kann dannvereinfahend �o = �aus (4.79)gesetzt werden, und es ergibt sih die instationäre Sto�bilanz des CSTR ohne hemisheReaktion



22 4. Umsatzberehnung für isotherme Idealreaktoren6taud i;ausd t = i;0 � i;aus (4.80)Nah der Variablentrennung d i;ausi;0 � i;aus = d t� (4.81)ergibt die Integration zwishne t = 0 und t = T mit den Anfangsbedingungen i;aus = 0 zur Zeit t = 0i;ausi;0 = 1� e�t=� (4.82)und nah dem Einführen der dimensionslosen Zeit � (reduzierte Verweilzeit)� = t� (4.83)ergibt die Verweilzeitverteilungsfunktion F(�) (Verweilzeitsummenfunktion, Übergangsfunktion)i;ausi;0 = F (�) = 1� e�� (4.84)Durh Di�erentiation der Summenfunktion F (�) erhält man das Verweilzeitspektrum E(�) (Ver-weilzeitdihtefunktion, -dihteverteilung)E(�) = dF (�)d � = e�� (4.85)Die Funktionen E(�) und F (�) harakterisieren das Verweilzeitverhalten des Idealkessels.4.5.2 Kaskade (RB)Für den Einzelkessel in einer Reihenshaltung von idealen Rührkesseln, einer Rührkesselkaskade, mitN gleih groÿen Kesseln ergibt sih die Sto�bilanz im instationären Betrieb ohne hemishe Reaktionanalog zur oben angegebenen Beziehung für den Idealkessel�n d i;nd t = i;n�1 � i;n (4.86)wobei �n die Verweilzeit des n-ten Kessels ist. Mit Einführen der Verweilzeit der gesamten Kaskadefolgt � = N �n (4.87)und damit d i;nd t = N� i;n�1 � N� i;n (4.88)Nah Einsetzen der reduzierten Verweilzeit � liefert die Integration für den ersten Kessel die bekannteBeziehung i;1i;0 = 1� e�N � 1. Kessel (4.89)In analoger Weise folgt für den zweiten Kesseli;2i;0 = 1� e�N �(1�N �) 2. Kessel (4.90)Für die gesamte Kaskade erhält man dann die Verweilzeitsummenfunktioni;Ni;0 = F (�) = 1� e�N � �1�N � + 12!(N �)2 + : : :+ 1(N � 1)! (N �)N�1� (4.91)



4.5 Verweilzeitverhalten idealer Reaktoren 23Die di�erentielle Verweilzeitfunktion E(�) stellt eine Poissonverteilung dar.E(�) = dF (�)d � = 1(N � 1)! e�N � (N �)N�1 (4.92)Die folgende Abbildung 4.17 zeigt die Verweilzeitspektren eines Idealkessels und Kaskaden vershiede-ner Kesselzahlen. Im linken Teil des Bildes ist die reduzierte Verweilzeit der gesamten Kaskade aufder Abszisse aufgetragen, und man sieht ein Vershieben des Maximums der Verweilzeitdihtevertei-lung in Rihtung des Wertes � = 1 mit wahsender Kesselzahl. Im rehten Bildteil ist die reduzierteVerweilzeit der Einzelkessel aufgetragen, so daÿ der jeweilige der Kesselzahl entsprehende �-Wertdas Maximum des Verweilzeitspektrums harakterisiert.
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Abbildung 4.18.4.5.3 Ideales Strömungsrohr (PFTR)Für das ideale Strömungsrohr ergibt sih das Verweilzeitverhalten aus seiner De�nition. Zum einenist ein Sto�austaush in axialer Rihtung ausgeshlossen, zum anderen ist eine kolbenartige Strömungvorausgesetzt. Dies hat zur Folge, daÿ ein am Eingang des Reaktors aufgegebenes Signal unverändertden Reaktor verläÿt. Für das ideale Strömungsrohr können F (�) und E(�) daher ohne Rehnung an-gegeben werden: F (�) = 0 für t < � bzw. � < 1 (4.93)F (�) = 1 für t < � bzw. � > 1E(�) = 1 für t = � bzw. � = 1 (4.94)E(�) = 0 für t 6= � bzw. � 6= 1
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Abbildung 4.19.In vorhergehender Abbildung sind die Verweilzeitkurven der idealen Grenzfälle, des Idealkessels unddes idealen Strömungsrohres sowie der Kaskade idealer gleih groÿer Kessel, als Antwortsignale aufdie beiden gebräuhlihsten Markierungsarten zusammengefaÿt. Als Antwort auf die Stoÿmarkierung(Dira-Stoÿ, Delta-Funktion) erhält man für den Idealkessel den exponentiellen Abfall ausgehend vonder maximalen Konzentration. Für eine Kaskade ergibt sih mit wahsender Kesselzahl ein immerengeres Verweilzeitspektrum, und das Maximum vershibt sih näher an der Wert � = 1. Die Fläheunter jeder Kurve hat den Wert Eins. Der Grenzwert einer Kaskade unendlih vieler Kesselentspriht in seinem Verweilzeitverhalten dem idealen Strömungsrohr.Für die Antwort auf eine Sprungmarkierung als Eingangsignal gilt entsprehendes. Mit wahsenderKesselzahl shmiegt sih auh hier die Verweilzeitsummenkurve an die des idealen Strömungsrohresan. Die Flähe, die von der Verweilzeitsummenkurve, der Ordninate und der Parallelen zur AbszisseF (�) = 1 begrenzt wird, hat den Wert Eins. Trägt man anstatt der reduzierten Verweilzeit � dieZeit t auf der Abszisse auf, so hat die entsprehende Flähe den Wert der mittleren Verweilzeit � .Damit besteht die Möglihkeit ohne Kenntnis des Volumenstromes und des Reaktorvolumens VR diemittlere Verweilzeit auf einfahe Weise experimentell zu ermitteln.



4.6 Verweilzeitverhalten realer Reaktoren 254.6 Verweilzeitverhalten realer ReaktorenWährend die Bedingungen für die angesprohenen idealen Granzfälle bei homogenen Gasreaktionenmeist hinreihend erfüllt sind, treten bei Flüssigphasenreaktionen oft stärkere Abweihungen auf.
T o t z o n e K u r z f l u s sAbbildung 4.20.In Rührkesselreaktoren treten, wie es die obige Abbildung shematish darstellt, als Folgehoher Viskosität des Mediums und geringer Rührintensität Totzonen (Totwasser, stagnanteZonen) und Kurz�uÿ (Bypass) auf. Totwasserzonen und Kurz�uÿ treten notwendigerweise immergemeinsam auf und bewirken eine Verbreiterung des Verweilzeitspektrums, da durh Kurz�uÿgewisse Teile des strömenden Mediums den Reaktorausgang frühzeitig erreihen, während die in Tot-wasserzonen stagnierenden Fluidelemente den Ausgang erst nah sehr langen Verweilzeiten passieren,so daÿ im Verweilzeitspektrum ein �langer Shwanz�, das sogenannte �tailing� ersheint.

Abbildung 4.21.Im realen Strömungsrohr können, wie im Bild gezeigt, durh Verwirbelungen und Di�usion Rük-vermishungen in axialer Rihtung erfolgen. Es treten bei geringen Strömungsgeshwindigkeiten



26 4. Umsatzberehnung für isotherme Idealreaktorenlaminar durhströmte Bereihe mit geringer radialer Vermishung auf. In Flieÿ- und Festbetten bildensih Kanäle aus, und es entsteht so ein Bypass. In allen Fällen kommt es auh hier zu einer Verbrei-terung des Verweilzeitspektrums. Liegt eine Kanalbildung vor, wird dies im Verweilzeitspektrum oftdurh das Ersheinen eines Vormaximuns angezeigt (Vorpeak).Gelegentlih bilden sih in realen Reaktoren Rükführungskreisläufe (Reyles) aus. Man sprihtauh von innerer Rükführung. Aus den Verweilzeitkurven ist ein derartiges Verweilzeitverhaltenersihtlih, wenn im Verweilzeitspektrum mehrere Peaks auftreten bzw. die Summenkurve treppenar-tig ausgebildet ist.Tehnishe Rohrreaktoren werden in der Regel turbulent durhströmt, so daÿ die komplexen Strö-mungsverhältnisse niht mehr eindeutig als Funktion der Ortskoordinate dargestellt werden können.Es wurden deshalbModellvorstellungen entwikelt, die das tatsählihe Geshehen zwar nur ange-nähert beshreiben, jedoh zu Formeln und Kennzahlen führen, die Berehnungen zulassen.4.6.1 Dispersionsmodell (Di�usionsmodell)Bei tehnishen Rohrreaktoren tragen die folgenden E�ekte zur axialen Vermishung bei:1. konvektive Vermishung in Strömungsrihtung, hervorgerufen durh Wirbelbildung (eddy) undTurbulenz2. untershiedlihe Verweilzeiten von Fluidelementen, welhe sih entlang vershiedener Stromlinienbewegen, verursaht durh eine ungleihförmige Verteilung der Strömungsgeshwindigkeiten überdem Rohrquershnitt3. molekulare Di�usionObwohl die molekulare Di�usion in den meisen Fällen nur eine untergeordnete Rolle spielt, wird zurBeshreibung der axialen Vermishung ein dem 2. Fikshen Gesetz (4.12)� � t = D �2 � x2analoger Ausdruk in die Sto�bilanzgleihung für das Strömungsrohr im instationären Betrieb ohnehemishe Reaktion eingeführt (Vergleihe Kapitel 4.2) Gleihung 4.17)� i� t = �uax � i� z +Dax �2 i� z2 (4.95)wobei uax die mittlere Strömungsgeshwindigkeit in axialer Rihtung und Dax der axiale Mishkoef-�zient (Dispersionskoe�zient, Vermishungskoe�zient) sind. Der Dispersionskoe�zient Dax hatzwar die gleihe Dimension (m2=s) wie der molekulare Di�usionskoe�zient, hat jedoh im allgemeineneinen um einige Gröÿenordnungen gröÿeren Wert als jener. Während der molekulare Di�usi-onskoe�zient eine isotrope Gröÿe ist, stellt der Dispersionskoe�zient eine gerihtete Gröÿedar, so daÿ im kartesihen Koordinatensystem die drei Dispersionskoe�zienten dx; Dy; Dz vershie-dene Werte annehmen können. Bei den gewählten Zylinder-Koordinaten (Rohrströmung) tritt deshalbneben dem axialen auh ein radialer Mishkoe�zient Dr auf, dessen Ein�uÿ aber in der obigenSto�bilanzgleihung vernahlässigt wurde, da bei turbulenter Strömung die Vermishung in radialerRihtung wesentlih kleiner ist, als in axialer Rihtung (Dr � Dax). Man spriht deshalb auh von�dispergierter Pfropfenströmung.�Mit Einsetzen der reduzierten Verweilzeit � und der dimensionslosen Länge Z = z=L in die obigeSto�bilanz und nah Einführen der Bodensteinshen Kennzahl Bo als Maÿ für das Verhältniszwishen konvektivem Sto�transport und axialer VermishungBo = uaxLDax (4.96)



4.6 Verweilzeitverhalten realer Reaktoren 27ergibt sih � i� � = �� i� Z + 1Bo �2 i� Z2 (4.97)Für groÿe Bodensteinzahlen (kleine axiale Dispersionskoe�zienten, geringe Rükvermishung) wurdevon Dankwerts eine Lösung dieser Di�erentialgleihung für einen beidseitig unendlihen Reak-tor und den Randbedingungen einer Verweilzeitsummenkurve (Sprungmarkierung) angegeben:i;ausi;0 = F (�) = 12 "1� erf 1� �2p�=Bo!# (4.98)Werte für die �errorfunktion� erf(y), die auh als Wahrsheinlihkeitsintegralerf(y) = 2p� Z y0 e�x2 dx (4.99)bezeihnet wird, sind im Mathematikbühern tabelliert.In der folgenden Abbildung sind Verweilzeitsummenkurven für vershiedene Bodensteinzahlen alsFunktion der dimensionslosen Zeit � dargestellt.
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5 4 0 5 0 0Abbildung 4.22.Das Verweilzeitspektrum E(�) ist im folgenden bild für den Rohrreaktor nah dem Dispersionsmodellfür vershiedene Bodensteinzahlen dargestellt.Die in Bild 4.22 gezeigten Verweilzeitspektren können experimentell durh Stoÿmarkierung hervorge-rufen werden oder nah der folgenden Formel berehnet werdenE(�) = r Bo4� � e�Bo=4 � (��1)2 (4.100)Aus der Abbildung ist zu entnehmen, daÿ die Shiefe der Verteilung mit wahsender Bodensteinzahlabnimmt und für sehr groÿe Bodensteinzahlen die Verweilzeitspektren in symmetrisheGauÿ-Verteilungen um � = 1 übergehen.Die Ermittlung der Bodensteinzahl Bo kann auf zwei Arten erfolgen:
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Abbildung 4.23.1. Bo - Zahl aus experimentellen VerweilzeitsummenkurvenFür groÿe Bodensteinzahlen ergibt sih die Steigung der Verweilzeitsummenkurve an der Stelle� = 1 nah Dankwerts zu dF (�)d � (� = 1) = 12rBo� (4.101)so daÿ die Bodensteinzahl aus dieser Teigung einer experimentellen Verweilzeitsummenkurve imPunkte t=� = 1 bestimmt werden kann.2. Bo - Zahl aus experimentellen VerweilzeitspektrenAus den experimentellen Verweilzeitspektren kann die Bodensteinzahl über die Varianz �2 jenah der Begrenzung des Systems (beidseitig geshlossener Reaktor, beidseitig o�ener Reaktor,geshlossen-o�ener Reaktor) untershiedlih ist. Es gilt:geshlossen �2� = 2Bo � 2Bo2 �1� e�Bo� (4.102)o�en �2� = 2Bo + 8Bo2 (4.103)geshlossen-o�en �2� = 2Bo + 3Bo2 (4.104)Die Varianz ist in allen Gleihungen auf das Quadrat des Mittelwertes der Verweil-zeitfunktion, also das Quadrat der mittleren Verweilzeit, bezogen.Bei geringer Abweihung von der Kolbenströmung, d.h. symmetrishen, engen Verteilungskurven,ist die Bodensteinzahl groÿ, und es gilt für alle drei Fälle die Näherung�2� = 2Bo (4.105)mit �� = �t� (4.106)Ist das Aufgeben eines exakten Eingangssignals niht möglih, muÿ die Bodensteinzahl aus demVergleih zweier an vershiedenen Stellen des Reaktors aufgenommener Verweilzeitspektren be-stimmt werden. Als Näherung kann dafür wiederum in allen Fällen die analoge Beziehung��2� = 2Bo (4.107)



4.7 Zellen- oder Kaskadenmodell 29angegeben werden.Ist eine gute Anpassung an eine experimentelle Verweilzeitsummenkurve niht mit einer einzigenModellkurve des Dispersionsmodells möglih, so kann eine abshnittweise Anpassung erfolgen, wiesie im folgenden Bild 4.23 gezeigt ist.
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Abbildung 4.24.
4.7 Zellen- oder KaskadenmodellAls Alternative zum Dispersionmodell ist das Zellen- oder Kaskadenmodell zu nennen, bei demman sih den Reaktor bezüglih seines Verweilzeitverhaltens als Kaskade idealer Rürkessseleinheiten(den Zellen) vorstellt. Die Verweilzeitsummenkurve hat dann die auf Seite 19 angegebene Form (4.91)i;Ni;0 = F (�) = 1�XN � 1(N � 1)! (N �)N�1� e�N � (4.108)und für das Verweilzeitspektrum erhält man die Poissonverteilung (4.92)E(�) = N(N � 1)!(N �)N�1 e�N �Zum Vergleih des Zellenmodells mit dem Dispersionsmodell wird die Verweilzeitsummen-funktion an der Stelle � = 1 di�erenziert, und es ergibt sihdF (�)d � (� = 1) = NN e�N �(N1)! (4.109)und nah Reihenentwiklung der Fakultät mit Hilfe der Stirlingshen Formel folgt für eine hinreihendgroÿe Zahl der Zellen



30 4. Umsatzberehnung für isotherme IdealreaktorendF (�)d � (� = 1) = r N2� (4.110)Wird der auf Seite 22 erhaltene Ausdruk aus dem Dispersionsmodell herangezogen, so resultiert ausdem Gleihsetzen der Beziehungen (4.101) und (4.110)12rBo� = r N2� (4.111)und damit Bo = 2N (4.112)Dies heiÿt, daÿ ein realer Reaktor hinsihtlih seines Verweilzeitverhaltens bei einer Bodensteinzahl vonz.B. 40 durh Hintereinandershalten von 20 Rührkesseln simuliert werden kann. Um dies zu verdeut-lihen, ist die gleihe experimentelle Verweilzeitsummenkurve wie im Beispiel auf Seite ?? (Abbildung??) im folgenden Bild ?? zusammen mit Verweilzeitsummenkurven für Kaskaden von gleih groÿenIdealkesseln dargestellt.
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Abbildung 4.25.Trotz der angesprohenen formalen Vergleihsmöglihkeiten der beiden Verweilzeitmodelle bleibenentsheidene Untershiede bestehen. Das Zellenmodell ist ein Stufenmodell, das insbesondere beikleiner Zellenanzahl, also groÿer Rükvermishung, nur eine grobe Näherung zuläÿt, denn das Modellbeinhaltet im Gegensatz zum Dispersionsmodell keinen Sto�transport entgegen der Strömungs-rihtung, also vom n-ten Kessel zurük in den n-1-ten Kessel. Das Kaskadenmodell kennt keineRükvermishung.rmDas Zellenmodell eignet sih gut zur Simulierung des Verweilzeitverhaltens von Fest-bettreaktoren, d.h. Kornshüttungen ohne Totwasser und Kanalbildung, da hier eineVerknüpfung der Kesselzahl mit dem Korndurhmesser möglih ist.



4.7 Zellen- oder Kaskadenmodell 314.7.1 MishmodelleDas Dispersion- und Kaskadenmodell sind Einparameter-Modelle. Freier Parameter ist deraxiale Mishkoe�zient Dax bzw. die Kesselzahl N oder aufgrund des oben angesprohenen Vergleihs(4.112) für beide Modelle die Bodensteinzahluax LDax = Bo = 2N (4.113)Beide Modelle eignen sih zur formelmäÿigen Beshreibung der Vermishung bei turbulenter Strö-mung durh rohrartige Reaktoren, während sie Störungen im Verweilzeitverhalten, die auf Totzonen,Kurz�uÿ oder interne Rükführung zurükzuführen sind, niht erfassen.Um derartige Unregelmäÿigkeiten des Verweilzeitverhaltens realer Reaktoren quantitativ beshrei-ben zu können, muÿ man zu Mehrparameter-Modellen greifen, den sogenannten Mishmodel-len, die sih dadruh auszeihnen, daÿ das Reaktionsvolumen in vershieden groÿe Zonen mitvershiedenen Strömungszuständen aufgeteilt wird und diese Zonen in untershiedliherWeise miteinander verbunden sind. Als Elemente dieser baukastenartig zusammengesetztenMishmodelle werden verwendet:1. der ideale Rührkessel (vollständige Vermishung),2. das ideale Strömungsrohr (keine Vermishung),3. die Totwasserzone (stagnierende Zone).Zwei oder mehrere Elemente können durh1. Kurz�uÿ (Bypass),2. Rük�uÿ (Reyle),3. Kreuzstrom (Cross-�ow)zu Reaktorshaltungen miteinander verbunden werden.Die Aufgabe, das Verweilzeitverhalten eines realen Reaktors formelmäÿig zu erfassen, besteht darin,für die experimentell ermittelten Verweilzeitkurven die geeignete Reaktorshaltung zu �nden und dieVolumina der einzelnen Zonen sowie die Volumenströme druh die Zonen festzulegen.1. TotwasserzonenWie bereits zu Beginn dieses Kapitels erwähnt, bewirken Totzonen (Totwasser, stagnieren-de Zonen) eine Verbreiterung des Verweilzeitspektrums. Verweilzeitsummenkurve und -dihteverteilung sind zu kleinen Verweilzeiten hin vershoben, und die Verweilzeitsummenkurvekonvergiert nur sehr langsam gegen den Wert F (�) = 1 (�tailing�), was in der folgenden Abbil-dung 4.25 noh einmal verdeutliht werden soll.Als einfahe Näherung zur Beshreibung der dargestellten Kurvenverläufe sind die beiden folgen-den einfahen Modelle geeignet:Abbildung ?? : Kolbenströmung und TotwasserAbbildung ?? : vollständig rükvermishte Zone und TotwasserEs gelten die folgenden Beziehungen: Abbildung ??VR = Vp + Vd (4.114)� 0 = Vp.v = VR � Vd.v (4.115)�0 = VpVR (4.116)
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Abbildung 4.26.Abbildung ?? VR = Vm + Vd (4.117)� 0 = Vm.v = VR � Vd.v (4.118)�0 = VmVR (4.119)wobei Vp das Reaktionsvolumen mit Kolbenströmung, Vd das Volumen der Totwasserzone und Vmdas vollständig rükvermishte Volumen sind.Für die Verweilzeitverteilung des Idealkessels mit Totwasserzone ergibt sihF (�) = 1� e��0 = 1� e�(VR=Vm)� (4.120)und für das VerweilzeitspektrumE(�) = dF (�)d � = VRVm e�(VR=Vm) � (4.121)Die in Abbildung ??/?? dargestellten Verweilzeitverteilungskurven zeigen, daÿ die gewählten Mo-delle nur grobe Näherung sind, wobei das Verweilzeitverhalten des realen Reaktors zwishendiesen beiden extremen Modellen zu suhen ist. Trotz der Vereinfahung wird jedoh deutlih,daÿ die Vershiebung der Verweilzeitkurven zu kleineren Werten von �0 umso ausgeprägter ist, jegröÿer das Totvolumen bei borgegebenem Gesamtvolumen VR ist.Für beide Modelle gilt �0 = VR � VdVR = 1� VdVR (4.122)Zur rihtigen Volumenaufteilung im Modell, d.h. zur Bestimmung des Totvolumens VD, wirdversuht, aus experimentellen Verweilzeitkurven die mittlere Verweilzeit � 0 zu ermitteln und indie obige Gleihung einzusetzen.2. KanalbildungBei einer Kanalbildung weist das Verweilzeitspektrum vor dem regulären Maximum noh einenPeak auf. Das Hauptmaximum ist zu gröÿeren Verweilzeiten vershoben. Entsprehend steigt dieSummenkurve bei � = 0 rash an und zeigt zwei �Treppenstufen�.Als einfahe Modelle zur näherungsweisen Beshreibung der Verweilzeitkurven werden verwendet:
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Abbildung 4.30.Abbildung ?? : Kolbenströmung mit Kurz�uÿAbbildung ?? : vollständig rükvermishte Zone mit Kurz�uÿDas Volumen des Kurz�usses wird vernahlässigt, so daÿ hier niht die Volumenaufteilung, sonderndie Aufteilung der Volumenströme von Bedeutung ist.Die Vershiebung des Hauptmaximums zu gröÿeren Verweilzeiten ist durh die Beziehung�0 = .v.v1 (4.123)für beide Modelle gegeben, wobei .v1 der Volumenstrom durh das Rohr bzw. den Rührkessel und.v2 der Volumenstrom des Bypasses sind. Dementsprehend folgt für die Verweilzeitfunktion des



34 4. Umsatzberehnung für isotherme IdealreaktorenRührkessels mit Kurz�uÿ F (�) = 1� .v1.v e��.1= .v�� (4.124)und für die VerweilzeitdihtefunktionE(�) = � .v1.v �2 e�� .v1= .v�� (4.125)Wird für das Verhältnis der Volumenströme .v1 = .v2= " eingeführt, folgt für die mittlere Verweilzeit� 0 � 0 = VR 1 + ".v (4.126)Zur Aufteilung der Volumenströme wird aus den experimentellen Verweilzeitkurven die mittlereVerweilzeit � 0 bestimmt und in die obige Gleihung (4.126) eingesetzt.
V pv v 1

v 2

1

1 q

1

1

E ( q )

q

v 2 / v
=  1

v 1 / v

F ( q )

Abbildung 4.31.

v
V m

v 1

v 2

1

1

F ( q )

q

1

1

E ( q )

q

v 2 / v

=  1

v 1 / v

v 1 / v
2

Abbildung 4.32.3. Interne RükführungDie interne Rükführung ist im Verweilzeitspektrum am Auftreten mehrerer Peaks und einertreppenartig ausgebildeten Summenkurve erkennbar. Als einfahes Modell dient hier einStrömungsrohr mit genau de�niertem Rük�uÿ. Wird das Verhältnis des Volumenstromes imRük�uÿ .vrük zum Eingangsvolumenstrom .v mit R bezeihnet, gilt.vRohr= (1 +R) .v (4.127)
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qAbbildung 4.33.R kann, wie es im folgenden Bild 3 dargestellt ist, aus der Höhe der Treppenstufen der experimen-tellen Verweilzeitsummenkurve bzw. dem Abstand der Peaks in der Verweilzeitdihteverteilungermittelt werden.
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Abbildung 4.34.4. Realer RührkesselreaktorAm Beispiel des auf Seite ?? angesprohenen realen Rührkessels soll die Anwendung des Mish-modells auf tehnishe Reaktoren gezeigt werden.



36 4. Umsatzberehnung für isotherme IdealreaktorenDie Vermishung in einem tehnishen Rührreaktor hängt von einer Reihe von Parametern ab,die sih unter drei Stihworten ordnen lassen:a) Sto�werte des gerührten Fluids (Viskosität, Dihte, Grenz�ähenspannung bei Mehrpha-sensystemen usw.)b) Betriebsgröÿen (Rührerdrehzahl, Temperatur usw.)) Geometrie der Apparatur (Reaktorabmessungen, Rührerabmessungen, Rührerart, Strom-störer usw.)Ist die Vermishung niht ideal, wie beipsielsweise beim Rühren viskoser Medien mit unzureihen-der Rührintensität, so bilden sih in Wandnähe oder hinter Stormbrehern Totzonen aus. Ande-rerseits werden Fluidelemente nur unzureihend eingemisht und verlassen den Reaktor frühzeitig,so daÿ ein Kurz�uÿ entsteht.Ein einfahes Modell zur Annäherung an das experimentelle Verweilzeitverhalten des realen Rühr-kessels, das eine ideal durhmishte Zone, eine Totwasserzone und einen Kurz�uÿ beinhaltet, istim folgenden Bild 4 dargestellt.
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Abbildung 4.35.Die Verweilzeitkurven dieses Modells ergeben sih durh Addition der Verweilzeitkurven einesIdealkessels mit dem Volumen Vm, der vom Volumensdurhsatz .v1 durhströmt wird, und einesidealen Ströumgsrohres, das kein Volumen und den Volumenstrom .v2 besitzt. Das Reaktionsvo-lumen und der Eingangsvolumenstrom werden wie folgt aufgeteilt:.v = .v1 + .v2 (4.128)VR = Vm + Vd (4.129)Für die Verweilzeitsummenkurve ergibt sih die Beziehung



4.8 Berehnung des Umsatzes in realen Reaktoren 37F (�) = 1� .v1.v e� .v1 VR �= .v Vm (4.130)und für die Verweilzeitdihteverteilung folgtE(�) = VRVm � .v1.v �2 e� .v1 VR �= .v Vm (4.131)Der durh den Bypass strömende Anteil des Fluids wird in der Verweilzeitsummenkurve durhden Sprung bei � = 0 der Höhe .v2 = .v bzw. den Peak in der Verweilzeitdihteverteilung bei� = 0 harakterisiert. Den Anteil des Totwassers kann man am langsamen Konvergieren derSummenverteilung gegen den Wert Eins erkennen. Aus der Flähe zwishen der Summenkurveund der Ordinate, die den Wert Vm=VR besitzt, kann die Aufteilung der Volumina vorgenommenwerden.Wenn die freien Parameter .v2 und Vm aus dem Ordinatenabshnitt bzw. der Flähe zwishender experimentellen Verweilzeitsummenkurve und der Ordinate annähernd bestimmt werden kön-nen, lassen sih mit ihren Shätzwerten Verweilzeitkurven berehnen, da dann bei vorgegebenemGesamtvolumenstrom und Gesamtvolumen alle Parameter festgelegt sind. .v2 und Vm können dar-über hinaus mit geringer Shrittweite solange variiert werden, bis eine optimale Anpassung an dasexperimentelle Verweilzeitverhalten erreiht ist.4.8 Berehnung des Umsatzes in realen Reaktoren4.8.1 SegregationsmodellWie eingangs des Kapitels 4.5 bereits angedeutet, ist die Kenntnis des Verweilzeitverhaltens einesrealen Reaktors zur Umsatzberehnung erforderlih. Mit Ausnahme des idealen Strömungsrohres,in dem alle Fluidelemente die gleihe Verweilzeit haben, ist bei allen anderen kontinuierlih betriebenenReaktoren der Umsatz auh noh von der Vermishung des Fluids im molekularen Bereihabhängig.Man untersheidet als Grenzfälle eine Vermishung des Fluids bis in den molekularen Bereih (indi-viduelle Moleküle), die sogenannteMikrovermishung, von einer Vermishung im makroskopishenBereih, bei der Molekülverbände oder -agrregate, gleihsam kleine geshlossene Bathreaktoren, er-halten bleiben und die als Makrovermishung bezeihnet wird. Aus dem Verweilzeitspektrumeines Reaktors ist keine Information über den Vermishungsgrad des Fluids zu erhalten.Daÿ der Umsatz vom Segregationsgrad, also dem Vermishungsgrad des Fluids, der zwishendem Zustand des mirkovermishten und des vollständig segregierten Fluids liegt, abhängig ist, wirdanshaulih, wenn man sih vergegenwärtigt, daÿ beispielsweise ein in einem Rührkessel eintretendesFluidelement im Fall der Mikrovermishung einen sofortigen Kozentrationsausgleih erfährt, währendes sih im Fall der segregierten Strömung wie ein Bathreaktor verhält und nah seiner individuellenVerweilzeit den Rührkessel wieder verläÿt.Der mittlere Umsatz ist unter der Voraussetzung, daÿ vollkommene Segregation vorliegt, durhdie Kinetik der ablaufenden Reaktion und das Verweilzeitverhalten des Reaktors eindeutig bestimmt.Es gilt für den mittleren Umsatz des Reaktionspartners AXA = Z F=1F=0 XA(t) dF (t) = Z t=1t=0 XA(t) E(t) d t (4.132)wobei XA(t) die Zeit-Umsatz-Kurve der Reaktion darstellt. Hofmann und Shoenemann gebenein graphishes Verfahren zur Lösung des Integrals an. Abbildung ??Abb. 10.36: Bestimmung des Umsatzes aus einer experimentell ermittelten Verweilzeit-Summenkurve
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2Abbildung 4.36.F (t) und der experimentell oder rehnerish bestimmten Umsatz/Zeit-Beziehung.Wird davon ausgegangen, daÿ in zwei gleih groÿen Volumenelementen des Reaktionsvolumens dievershiedenen Konzentrationen A;1 und A;2 des Reaktionspartners A bei Ablaufen einer volumen-beständigen einfahen Reaktion n-ter Ordnung vorliegen, so stellt sih beiMikrovermishungdie mittlere Konzentration A;Mikro = A;1 + A;22 (4.133)in beiden Volumenelementen ein, und es folgt für die ReaktionsgeshwindigkeitrMikro = k (A;1 + A;2)n2n : (4.134)Bleiben die beiden Volumenelemente jedoh vollständig segregiert, so ist die Reaktionsgeshwin-digkeit rSegr. = k �nAm1 + nA;2�2 : (4.135)Das Verhältnis der Reaktionsgeshwindigkeiten ist demnahrSegr.rMikro = �nA;1 + nA;2� 2n�1(A;1 + A;2)n (4.136)Für Reaktionen erster Ordnung ist es gleihgültig für die Reaktionsgeshwindigkeit und damit auhfür den Umsatz, ob Volumenelemente mit vershiedener Konzentration segregiert bleiben, oder eineMikrovermishung statt�ndet. Für Ordnungen gröÿer 1 gilt rSegr. > rMikro, d.h. es wird bei gleihermittlerer Verweilzeit und vollständiger Segregation ein höherer Umsatz erreiht. Ist die Reaktionsord-nung kleiner als 1, liefert das mikrovermishte Reaktionsvolumen den gröÿeren Umsatz.n = 1 : rSegr.=rMikro = 1 (4.137)n > 1 : rSegr.=rMikro > 1 (4.138)0 < n < 1 : rSegr.=rMikro < 1 (4.139)



4.8 Berehnung des Umsatzes in realen Reaktoren 39Abbildung ?? zeigt den Umsatz XA als Funktion der 1. Damköhlerzahl für eine Reaktion 0. Ordnungim mikrovermishten (Kurve A) und im segregierten Durh�uÿrührkessel (Kurve B). Zum Vergleihist für eine Reaktion 1. Ordnung Kurve C eingetragen.
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Abbildung 4.37.Für eine Reaktion 2. Ordnung sind die Auswirkungen von Mikro- bzw. Makrovermishung aufden Umsatz wiedergegeben und die Beziehung (4.138) anshaulih dargestellt. Die Untershiede zwi-shen mikrovermishten und vollständig segregiertem Reaktionsvolumen sind hierbei im Vergleih zurReaktion 0. Ordnung bei kleinen Damköhlerzahlen niht so gravierend.In der folgenden Tabelle 10.3 sind Beziehungen für die Umsatzberehnung in einem Idealkessel beivollständiger Segregation bzw. Mikrovermishung für vershiedene Reaktionsgruppen angegeben.4.8.2 KaskadenmodellKann die experimentelle Verweilzeitverteilung des untersuhten Reaktors entsprehend dem Kaska-denmodell (4.7, 24) durh die Verweilzeitverteilung einer N-stu�gen Kaskade angenähert werden, soerfolgt die Umsatzberehnung in der in ?? (Seite ??) geshilderten Weise.In den folgenden Abbildungen ?? bzw. ?? ist für volumenbeständige einfahe Reaktionen 1. bzw. 2.Ordnung das Verhältnis der mittleren Verweilzeit in der Kaskade zur mittleren Verweilzeit im idealenStrömungsrohr, das für konstante Zulaufbedingungen gleih dem Verhältnis der Reaktionsvoluminader beiden Reaktortypen ist, über dem Konzentrationsverhältnis A=a;0 aufgetragen.Soll z.B. eine Reaktion 2. Ordnung in einem Reaktor durhgeführt werden, dessen Verweilzeitver-halten einer 4-stu�gen Kaskade entspriht (N=4), so kann der erreihbare Umsatz XA als Funktion der1. Damköhlerzahl, die in Abbildung ?? als Parameter der gestrihelten Kurven enthalten ist, angegebenwerden. Beispielsweise ergibt sih dann für DaI = 20 das Konzentrationsverhältnis A=A;0 = 0:88und damit ein Umsatz von XA = 92%. Gleihzeitig erhält man für das genannte Beispiel die Informa-tion, daÿ das Reaktionsvolumen eines idealen Strömungsrohres um den Faktor 1=1:8 = 0:56 kleinerzu sein brauht, als das des angesprohenen realen Reaktors.
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Abbildung 4.38.4.8.3 DispersionsmodellZur Berehnung des Umsatzes in tehnishen Rohrreaktoren, bei denen, wie im Kapitel 4.6.1 (Seite21) bereits angesprohen, konvektive Vermishung in Strömungsrihtung, hervorgerufen durh Wir-belbildung und Turbulenz, untershiedlihe Verweilzeiten von Fluidelementen, verursaht durh eineungleihförimige Verteilung der Strömungsgeshwindigkeiten über den Rohrquershnitt, und die mo-lekulare Di�usion zur axialen Vermishung beitragen, wird die Sto�bilanz des idealen Ströumgsrohres(4.44) L� d id z = �i rein Term für die axiale Dispersion entsprehend Gleihung (4.95) eingeführt:�L� d id z +Dax d2 id z2 + �i r = 0 (4.140)Nah Einführen der dimensionslosen Länge Z = z=L ergibt sih für den Reaktionspartner A einervolumenbeständigen einfahen Reaktion n-ter Ordnung mit uax = L=��d AdZ + DaxuaxL d2 AdZ2 = k � nA (4.141)Berüksihtigt man (4.100) Bo = uaxL=Dax, so folgt�d AdZ + 1Bo d2 AdZ2 = k 6tau nA (4.142)und weiter nah Einsetzen des Umsatzes XAd AdZ � 1Bo d2 AdZ2 = k � n�1A;0 (1�XA)n (4.143)Wird die 1. Damköhlerzahl eingesetzt, so erhält man die Sto�bilanz für einen Rohrreaktor mitAxialdispersion (Rükvermishung) im stationären Betrieb für eine volumenbeständige ein-fahe Reaktion n-ter Ordnung in dimensionsloser Form
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Abbildung 4.39. d AdZ � 1Bo d2 AdZ2 = DaI (1�XA)n (4.144)Für eine Reaktion 1. Ordnung gebenWehner undWilhelm die Lösung dieser Di�enrentialgleihungan AA;0 = 1�XA = 4 a eb=a(1 + a)2 eb � (1� a)2 e�b (4.145)mit a = 1 + 4 DaIBo und b = aBo2In den folgenden Abbildungen ?? bzw. ?? ist analog zu den Abbildungen ??/?? das Volumenverhält-nis des realen zum idealen Strömungsrohr als Funktion des Konzentrationsverhältnisses A=A;0 fürReaktionen 1. bzw. 2. Ordnung aufgetragen. Anstatt der Kesselzahl N ist hier 1=Bo der Parameterder ausgezogenen Kurve.Für groÿe Bodensteinzahlen bzw. kleine Werte von Daax=uL, also geringe Rükvermishung, kann(4.145) vereinfaht werden: AA;0 = 1�XA = exp��k � + (k �)2 1Bo� (4.146)und mit (4.106) �� = �t�
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Abbildung 4.40.und (4.105) XA = 1� exp��k � + k2 �2�2 � (4.147)Wird in der auf der Seite 22 beshriebenen Weise die Varianz �2 aus den experimentellen Verweilzeit-verteilungen des realen Reaktors bestimmt, so kann für eine einfahe, volumenbeständige Reaktion 1.Ordnung der Umsatz XA mit Hilfe der einfahen Beziehung (4.147) unmittelbar angegeben werden.Die angegebene Näherung für Reaktionen erster Ordnung hat gröÿere praktishe Bedeutung. AxialeVermishungse�ekte speilen eine realtiv groÿe Rolle, wenn ein nahezu vollständiger Umsatz erwünshtist, so daÿ der letzte Term in Gleihung (4.140), der die Reaktionsgeshwindigkeit beshreibt, kleinwird. Im allgemeinen liegen die Reaktionspartner niht in exakt stöhiometrishen Mengen vor. Wennder Umsatz gegen 1 geht, ist daher die Konzentration der einen Komponente im Verhältnis zu denKonzentrationen d er anderen Komponenten sehr klein. In vielen Fällen wird die sheinbare Reakti-onsordnung unter diesen Bedingungen gleih 1, d.h. die Reaktionsgeshwidigkeit ist der Konzentrationderjenigen Komponente proportional, deren Konzentration der begrenzende Faktor ist. Für solhe Fäl-le ist Gleihung (4.145) bzw. (4.147) anwendbar.
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Abbildung 4.41.4.9 SelektivitätsproblemeWenn zwei oder mehr Reaktionen nebeneinander ablaufen, was in der Praxis der tehnishen Umset-zungen die Regel ist, entsteht das Problem der Selektivität. Selektivität bedeutet, daÿ man dieAusbeute eines gewünshten Produktes relativ zu einem unerwünshten durh Wahl der Reaktionsbe-dingungen beein�ussen kann. Gelegentlih sind auh mehrere Produkte erwünsht (z.B. beim Crakenvon Leihtbenzin zu Äthylen und Propylen), man möhte aber in der Lage sein, die relative Ausbeu-te dieser Produkte entsprehend der Nahfrage einzustellen. In anderen Fällen besteht das Problemeinfah darin, die Bildung von Nebenprodukten zu vermeiden.Die Selektivität ist niht allein eine Frage der Reaktionskinetik, - Selektivitätsproble-me wurden bei der Behandlung von Parallelreaktionen bereits angesprohen (vergleihe ??, Seite ??)- sondern das Verhältnis der Geshwindigkeiten zweier Reaktionen kann von den Strö-mungsbedingugen, dem Grad der Rükvermishung, dem Grad der Segregation usw.abhängen.Um die Selektivität hinsihtlih des gewünshten Produktes zu erhöhen, können unter bestimmtenVoraussetzungen folgende Maÿnahmen ergri�en werden:1. gezielte Veränderung der Reaktandenkonzentration in der Reaktionsmasse,2. Entfernen des gewünshten Produktes aus dem Reaktionsvolumen,3. gezielte Änderung der Temperatur während der Umsetzung,4. Einsetzen bestimmter Katalysatoren.Im folgenden sollen nur Selektivitätsprobleme angesprohen werden, die bei isothermer Reaktions-führung in homogener Phase auftreten.
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Abbildung 4.42.Die Selektivität SP wurde auf Seite ?? als Verhältnis der gebildeten Menge des gewünshtenProduktes P zur umgesetzten Menge der Shlüssel- oder Untershuÿkomponente k de�niertSP = j�kj�P nP � nP;0nk;0 � nk = �k�P nP � nP;0nk � nk;0 (Satzbetrieb)SP = j�kj�P .nP � .nP;0.nk;0 � .nk = �k�P .np � .nP;0.nk � .nk;0 (Flieÿbetrieb)SP ist die gesamte oder integrale Selektivität hinsihtlih des Produktes P . Wird die Umsetzungim Bathreaktor bzw. im idealen Strömungsrohr durhgeführt, ändert sih die Selektivität zeitlihbzw. örtlih, und es ist die De�nition einer augenbliklihen oder momentanen Selektivitäterforderlih: P = �k d Pd t�P d kd t = �k d p�P d k (volumenbeständige Reaktion) (4.148)Die integrale Selektivität ist das Mittel der über das gesamte Reaktionsvolumen inte-grierten momentanen Selektivität.



4.9 Selektivitätsprobleme 45Für den kontinuierlih betriebenen Idealkessel, CSTR, ergibt sih wegen der örtlih und zeitlihkonstanten Reaktandenkonzentration SP;CSTR = P;CSTR (4.149)Für den Satzbetrieb und das ideale Strömungsrohr ist wegen der zeitlihen bzw. örtlihen Kon-zentrationsänderung anzusetzen: �k Z PP;0 d P = �P Z kk;0 P d k (4.150)Nah Lösen des Integrals auf der linken Seite der Gleihung und Einsetzen in ?? ergibt sih für einevolumenbeständige Reaktion SP = 1k � k;0 Z kk;0 P d k (4.151)4.9.1 ParallelreaktionenMit Hilfe eines einfahen Beispiels soll die Auswirkung der Wahl des Reaktortyps auf die Selektivitäthinsihtlih des gewünshten Produktes P für folgende Parallelreaktionen erläutert werdenA k1�! P (z.B. Isomerisierung) (4.152)2A k2�! Nebenprodukte (z.B. Disproportionierung, Dimersierung) (4.153)k1 = 1 s�1; k2 = 1 l=mol s; A;0 = 2mol=l (4.154)Es gelten die folgenden Zeitgesetze für volumenbeständige Reaktionend Pd t = k1 A (4.155)�d Ad t = k1 A + 2 k2 2A (4.156)Daraus ergibt sih für die momentane Selektivität nah (4.148)P = �d Pd A = k1 Ak1 A + 2 k2 2A = 11 + 2 k2k1 A (4.157)nah (4.149) ist dieser Ausdruk gleih der integralen Selektivität im kontinuierlih betriebenen KesselSP;CSTR = 11 + 2 k2K1 A (4.158)Für das ideale Strömungsrohr ergibt sih nah Einsetzen in (4.151)SP;PFTR = 1A;0 � A Z A;0A d A1 + 2 k2k1 A (4.159)und weiter nah Lösen des IntegralsSP;PFTR = 1A;0 � A k12 k2 ln 26641 + 2 k2k1 A;01 + 2 k2k1 A 3775 (4.160)
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0Abbildung 4.43.Nah Einsetzen der Werte aus (??) kann die integrale Selektivität SP als Funktion des Umsatzes XAdargestellt werden (Abbildung ??).Für das gewählte Beispiel, bei dem die Reaktionsordnung der gewünshten Reaktion geringer ist, alsdie der unerwünshten Reaktion, ist die Selektivität im Idealkessel für alle Umsätze gröÿer, als imIdealrohr. Für den Umsatz 1 ist die Selektivität ebenfalls gleih 1.Die Selektivität im idealen Strömungsrohr entspriht einem integralen Mittel dermomentanen Selektivität und ist deshalb bei niedrigerer Ordnung der erwünshten ge-genüber der unerwünshten Reaktion für alle Umsätze geringer als im CSTR.In Abbildung ?? ist dieser Sahverhalt nohmals verdeutliht. Entsprehend der Beziehung ??�P = SP XAergibt sih für einen bestimmten Umsatz XA im CSTR die Selektivität SP und damit die Ausbeute�P als Flähe des karierten Rehteks in der Zeihnung. Die Ausbeute �P im PFTR entspriht dershra�erten Flähe unter der Selektivitätskurve (Integral in den Grenzen von 0 bis XA).Soll umgekehrt im gewählten Beispiel P unerwünsht und die Nebenprodukte erwünsht sein,so ergibt sih der in der Abbildung ?? gezeigte Verlauf der Selektivität Nebenprodukte als Funktiondes Umsatzes. Während sih im Idealkessel die gleihe Ausbeute (karierte Flähe) einstellt, liegt dieAusbeute im PFTR (shra�erte Flähe) bei einer höheren Ordnung der erwünshten gegenüber derunerwünshten Reaktion höher als im CSTR. Für den Umsatz 1 hat die Selektivität im CSTR denWert Null.Allgemein läÿt sih hieraus die Aussage ableiten:Bei isothermen Parallelreaktionen erhöht Rükvermishen die relative Ausbeute derReaktion mit der niedrigsten Reaktionsordnung.4.9.2 FolgereaktionenFür eine o�ene Folgereaktion 1. Ordnung, wie sie in Kapitel ?? Seite ?? beshrieben ist, ??
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X A 10Abbildung 4.44. A k1�! B k2�! Cergeben sih im Satzbetrieb und im idealen Strömungrohr für die Konzentrationen A; B und C nahder Reaktionszeit t bzw. der mittleren Verweilzeit � die Beziehungen (??), (??) und (??). Für die aufdie Anfangskonzentration A;0 bezogene Konzentration des erwünshten Produktes B folgt nah (??)BA;0 = k1k2 � k1 �e�k1 � � e�k2 �� (4.161)Als Bedingung für die höhste Ausbeute an B wird die Ableitung dieser Beziehung nah der Zeitgleih Null gesetzt: d (B=A;0)d t = k1k2 � k1 ��k1 e�k1 � + k2 e�k2 �� != 0 (4.162)Nah Umformen ergibt sih für die optimale mittlere Verweilzeit, bei der die höhste Ausbeute an Berreiht wird, analog (??) �opt,PFTR = ln (k1=k2)k2 � k1 für k1 6= k2 (4.163)und weiter nah Einsetzen von (4.163) in (4.161)B;max, PFTRA;0 = �k1k2 �k2=(k2�k1) (4.164)für die maximale Ausbeute an B.Aus der Sto�bilanz des stationären Idealkessels (CSTR) (4.60) folgt analog (4.62) für die KonzentrationA A = A;0 11 + k1 � (4.165)Wird die Sto�bilanz in der gleihen Weise für das gewünshte Produkt B aufgestellt, so resultiert mitB;0 = 0 �B;0� = �k1 A + k2 B (4.166)und nah Einsetzen von (4.165) ergibt sih



48 4. Umsatzberehnung für isotherme IdealreaktorenB = A;0 k1 �(1 + k1 �) (1 + k2 �) (4.167)Entsprehend (4.162) ist die Bedingung für die maximale Ausbeute an Bd (B=A;0)d t != 0 : (4.168)Nah dem Ausführen der Di�erentiation nah der Quotientenregel erhält man1� k1 k2 �2opt = 0 (4.169)und damit �opt;CSTR = 1pk1 k2 und B;max,CSTRA;0 = 1h1 +qk2k1 i2 (4.170)Der Vergleih zwishen den optimalen Verweilzeiten im PFTR (4.163) und CSTR (4.170) ergibt fürdas ideale Strömungsrohr die geringere optimale Verweilzeit�opt;PFTR < �opt;CSTR (4.171)Die folgende Abbildung ?? zeigt das Verhältnis der maximalen Ausbeuten �B im Idealkessel zu derim idealen Strömungsrohr als Funktion des Logarithmus des Verhältnisses der Geshwindigkeitskon-stanten k2 zu k1 aufgetragen. Sind beide Geshwindigkeitskonstanten von gleiher Gröÿenordnung, sobeträgt die im CSTR maximal zu erzielende Ausbeute �B;max nur etwa 2=3 der im PFTR erreihbarenAusbeute an B. Andererseits ergeben sih nur geringe Selektivitätsuntershiede in den bei-den Reaktortypen, wenn die Geshwindigkeitskonstanten um mehrere Gröÿenordnungenauseinanderliegen.
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Abbildung 4.45.Beim Vergleih zwishen Idealrohr und Idealkessel hinsihtlih der Selektivität erge-ben sih für Folgereaktionen 1. Ordnung in beiden Reaktortypen die folgenden Shluÿ-folgerungen (Abb. ??):für XA ! 0 bzw. k2=k1 ! 0 folgt SB ! 1für XA ! 1 bzw. k2=k1 ! 1 folgt SB ! 0



4.9 Selektivitätsprobleme 49Für die zwishen den Grenzwerten liegenden Umsätze und Verhältnisse der Geshwin-digkeitskonstanten ist die Selektivität im idealen Strömungsrohr für alle Umsätze gröÿerals im Idealkessel, wenn jeweils gleihe Werte für XA und k2=k1 verglihen werden. Inder folgenden Abbildung ?? ist die Selektivität als Funktion des Umsatzes XA für ver-shiedene Werte des Quotienten k2=k1 aufgetragen.
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Abbildung 4.46.Ist der erste Shritt, die Bildung des erwünshten Produktes B, der geshwindigkeitsbe-stimmende Shritt der Reaktionsfolge, resultiert ein groÿer k2=k1-Wert und ein shnellerSelektivitätsabfall mit wahsendem Umsatz. Im entgegengesetzten Fall des langsamenProduktverbrauhes unter Bildung des unerwünshten Folgeproduktes C bleibt ein ho-her Selektivitätswert bis zu hohen Umsätzen erhalten.Allgemein gilt der Satz:Rükvermishen setzt die Selektivität bei Folgereaktionen herab.


